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a pour primitive sur [0, 1] la fonction

[ x®sinl six €0,1]
F(x)_{o T osix=0

On remarquera que f n’est pas continue en 0, mais elle est Riemann-intégrable, car
elle est est bornée et continue sur ]0, 1] (voir Proposition 2.56).

4) Un exemple de fonction vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires et qui n’ad-
met pas de primitive, est obtenu en modifiant tres légerement la fonction précédente
en posant :

2(x) = { 2xsinl —cosi six€]0,1]
1 six=0

La fonction g ne peut admettre de primitive. Si on suppose que g, admet sur [0, 1] une
primitive G, la fonction G — F serait une primitive de g — f, ce qui ne peut pas étre le
cas puisque

0 sixe€|0,1]

I osix=0

-t ={

ne vérifie pas la propriété des valeurs intermédiaires.

5) Une fonction non-intégrable au sens de Riemann peut avoir des primitives : la fonc-
tion f : [0,1] — R définie par :

flx) =

12001
{ZJcsmszcosx2 six €]0,1]

0 six=0
st pas bornée ( lim f (L ), mas ell e savoir |
n’est pas bornée im = —o0), mais elle a une primitive a savoir la
p n—+o0 2kt p
fonction

F(x) = { F(x) = x*sin % six €]0,1]

10 six=0

Ainsi, on peut conclure, que sur un intervalle [g, b], ’ensemble des fonctions qui vérifient
la propriétés des valeurs intermédiaires contient strictement celui des fonctions qui ad-
mettent des primitives et ce dernier contient strictement celui des fonctions continues; et
qu’iln’y a de comparaison pour l'inclusion, entre I'ensemble de fonctions intégrables au
sens de Riemann sur [4, b] et celui des fonctions qui admettent des primitives sur [a, b].

2.5 Applications de I'intégrale de Riemann
2.5.1 Le théoreme fondamental de I'analyse ( ou du calcul intégral)

Le théoréme fondamentale dit que la dérivation et le calcul de primitive (primitiva-
tion) son inverse 1'une de l'autre

THEOREME (LE THEOREME FONDAMENTAL)
Soit f : [a, b] — R une fonction dérivable telle que sa dérivée f’ soit Riemann-intégrable
sur: [a, b], alors

[ yix = )~ fta).
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Démonstration: Soitn € N*eto, = {a = xg < x1 < xp < ... < x,_1 < x, = b} la
subdivisionréguliere d’ordre n de [a, b]. Alors

fb) = f(a) = ¥ [f (xes1) = f(xe)]-

k=0

D’autre part, comme f est dérivable sur [xi, x.1], d’apres le théoréeme des accroisse-
ments finis, il existe §x €]xg, xx,1] tel que

f o) = f () = f(8k) (a1 — xx)-

Alors la somme de Riemann associée a f/, 0, et & = (&1, ...,&,_1), vérifie

n—1 n—1
S(f,0n,¢) = kz f(8) (1 — xx) = kZ [f (xk41) = f(x)] = f(b) = f(a).
=) =0
Comme f’ est Riemann-integrable, on aura (corollaire 2.68)
b
| f@dx = lim S(f,00,8) = £(0) - f(0) .
On a

2.76 COROLLAIRE
Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable et qui admet sur [a, b] une primitive
F:[a, b] = R, alors

/abf(x)dx — F(b) — F(a).

Notation : Soit f : [2, b] — R une fonction Riemann-intégrable. Si ¢ et d sont dans
[a, b], on pose, sic > d,

d c
/ f(x)dx = — /d f(x)dx.
[
Avec cette convention, l’on a, pour tous u, v, w dans [a, b] la relation de Chasles :
w v w
/ F(x)dx = / F(x)dx+ / F(x)dx,
u u [
On déduit du Théoreme 2.74 :

2.77 COROLLAIRE
Soit f : [a, b] — R une fonction dérivable telle que f’(x) = 0, pour tout x € [a,b]. Alors
f est une fonction constante.

C
Démonstration: Pour tout ¢ € [a,b], ona 0 = / F(x) dx = £(c) — f(a), dot f(c) = f(a)
Ja
i.e. f est constante. m
2.79 EXEMPLE. La fonction f : [0,1] — R définie par

2xsind —cos L six €]0,1]
= x x ’
f(&) { 0 six =0
est Riemann-intégrable sur [0, 1] et admet une primitive
2 1 .
_f x*sin;  six€]0,1]
Flx) = { 0 six=0

On peut alors calculer son intégrale sur [0, 1] a ’aide de F et on obtient :

/01 F(x)dx = F(1) — F(0) = sin]1.
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2.80 EXEMPLE. Par contre si une fonction admet une primitive mais n’est pas Riemann-intégrable,
Théoreéme 2.74 ne s’applique pas, par exemple si f : [0,1] — R est définie par :
2xsin 5 — 2cos L six €]0,1]
= x x x
fx) { 0 six=0

elle admet une primitive a savoir

[ F(x) =x%sind,  six€]0,1]
F(x)_{o T osix=0

mais elle n’est pas intégrable sur [0, 1] puisqu’elle n’est pas bornée.

2.81 THEOREME
Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann-intégrable. Soit ¢ € [a,b]. Pour tout x € [a,b],

X
on pose F(x) = / f(t) dt. Alors,
Cc

1) La fonction F est M-Lipschitzienne sur [a,b], ot M = sup |f(x)|.
x€E|[a,b]
F est en particulier uniformément continue sur [a, b].

2) Side plus f est continue en un point xg € [a,b] :
F est alors dérivable en xg et F'(xg) = f(xo).

Démonstration:

1) Soient x, x” € [a, b],

F) — R = [ [ o ae— [ s a = | [ o e < ma -,

2) Soit h € R* tels que xg + h € [a,b]. On a alors :

Fot W= PO0) gy = 31/ stone = [ oy~ fx)
1 [xo+h
=5/ f(t) dt — f(xo)
1 [Xoth

=4 10~ folax

La fonction f étant continue au point xp, on a :
Ve > 0,3y > 0tel que Vt € [a,b], |t — xo| < 1e = |f(t) — f(x0)| <e.
Ainsi, si0 < |h| < ne, xo+h € [a,b], on obtient :

’F(XO+hZZ—F(X0) —f(x) <e

Maintenant, si de plus f est continue, on a le corollaire suivant :

2.83 COROLLAIRE ( EXISTENCE D’UNE PRIMITIVE POUR UNE FONCTION CONTINUE)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors pour tout ¢ € [a,b], la fonction définie,

X
pour tout x € [a,b], par F(x) = / f(x) dx est une primitive de f sur [a, b].
c
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On sait que l'intégrale d'une fonction positive est positive. Mais l'intégrale d'une
fonction positive peut étre nulle sans que la fonction soit nulle, par exemple si la fonction
est nulle sauf en un point. Pour une fonction continue ceci ne peut avoir lieu comme le
montre le corollaire suivant.

2.84 COROLLAIRE
Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive. Si / f(x) dx = 0, alors f est la

fonction identiquement nulle.

Démonstration: Considérons la fonctions F définie par F(x / f(t)dt. C’est une fonc-

tion dérivable, et F/ = f > 0. Donc F est croissante. Mais F(b) / f(x

D’ou F est la fonction constante, par suite f = F/ = 0.

2.5.2 Consequences du théoréeme fondamental

Le théoréeme fondamental est l'outil de base du calcul intégral; il permet de calcul
I'intégrale d’une fonction si on arrive a trouver une primitive. Il n'y a pas en général
de procédure systématique pour trouver des primitives. De plus une primitive de fonc-
tions élémentaires ( i.e. obtenues par somme, produit, composition, a partir des fonctions
puissances, trigonométriques, exponentielles et leur inverse) ne sont pas toujours, le sont
méme rarement, des fonctions élémentaires.

2.86 EXEMPLE. La fonction F : R — R définie pour tout x € R, par F(x e dx

est une primitive, d’apres le corollaire précédent, de la fonction la fonction ”Gau351enne”
1 2
flx) = —=e .
V'
La fonction F ne s’exprime pas par des fonctions élémentaires, on peut néanmoins la
déterminer en terme de limites de sommes de Riemann.

FIGURE 1 - Les graphes de f (en vert) et celui de F (en bleue)

2.87 EXEMPLE. Soit p € N, on a
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I s’en suit que

1 1
/ xPdx = ——.
0 p+1

On remarque, qu’en utilisant le théoréeme fondamental, on peut évaluer certaines limites
de sommes. Par exemple

1

p+1’

lim[ Loy kr1y

n—soo | ppt1 =

puisque la somme a gauche, est une somme de Riemann associée a x — x*, la parti-

tion réguliere d’ordre n de[0, 1] et au vecteur § = (Zk: LY cken-

Deux conséquences importantes du théoreme fondamental sont l'intégration par par-
ties et le changement de variable, qui sont les opérations inverses de respectivement, la
dérivation d’un produit et de la composée de fonctions.

THEOREME (INTEGRATION PAR PARTIES)
Soient f et ¢ deux fonctions numeériques sur [a, b] dérivables et telles que les dérivées f’
et ¢’ soient des fonctions Riemann-intégrables sur |4, b]. Alors

[ $@g ) = f0)s(6) ~ flag(a) ~ [ F sl

Démonstration: Par la régle de dérivation d’un produit on a (fg)’ = f¢' + f'¢, , de plus
f,8,f', ¢ intégrables, il en est de méme des produits de fonctions fg, f¢' et f'g et 'on
obtient par le théoreme fondamentale et la linéarité de I'intégrale

b b b
| fgax+ [ fedx = [(fg)ax = f)gv) - fla)g(a),
ce qu’il fallait montrer.

Proof.

EXEMPLE.

Soit n € IN, on pose
X
Iy(x) = / the~tdt.
0

Sin > 1, une intégration par parties f(t) = t" and ¢’(t) = e~ ' on obtient
X
Ii(x)=—x"e “+n / e tdt = —x"e ™ 4+ nl,_q(x).
0
et, par le théoreme fondamental, on a
X
Ip(x) = / e fdt=1—¢""%
0

On obtient alors par une récurrence sur #, la formule suivante

nook
I,(x) = n! <1 —e ¥y k‘) :

k=0
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Comme pour toutk € N, lim x*e™* = 0 on aura

xX—+o00

. o
xgrfoo Iy(x) = nl.

+oo r
En fait, ceci montre que I'intégrale impropre / thetdt == liI_P t"e~!dt est conver-
0 r—4+0o0 Jo

gente et qu’elle est égale a n!.

Cette formule suggere une extension du "factoriel" au nombres complexes z € C,
appelée fonction Gamma, elle est définie pour tout nombre complexe z de partie réelle
PRe(z) > 0, par l'intégrale impropre a valeurs complexes

En particulier, T'(n) = 1_13_1 I,_1(x) = (n —1)! pour tout n € N*.
X o0

On va maintenant considérer le changement de variable.

THEOREME (CHANGEMENT DE VARIABLE)

Soient g : [c,d] — R une fonction dérivable telle que g’ soit Riemann-intégrable sur [c, d].
Soit [a,b] = g([c, d]).
Si f : [a,b] — R est continue, alors pour tous &, € [c,d],

p , (8B y
JL Fabg ax= [ puyd

Démonstration: La fonction f étant continue elle admet une primitive, i.e. une fonction
F:[a,b] — Rtelle que F' = f.Laregle de dérivation des fonctions composées appliquée

aFog:[c,d — Rdonne
(Fog)'(x) = f(8(x))8' (x).

Cette dérivée est intégrable sur [a, B] puisque f o ¢ est continue et ¢’ est intégrable.
L’application du théoréme fondamental, donne

/f dx-/f(l—"og)’(x)dx
= F(g(B)) — F(g(a))

_/g(ﬂ ,
_/3 ﬁ)f

ce qui établit le résultat. =

EXEMPLE. Pour tout a > 0, la fonction dérivable croissante g : R — R définie par
g(x) = x3 envoie [—a, a] sur [—a3, a3]. Alors, si f : [—a, a] — R est continue, la formule

de changement de variable, donne

_aaf(xB) Bx?dx = _:3 f(u)du

La fonction dérivable ¢ : R — R définie par g¢(x) = x? envoie [—a, a] sur [0, 4%]. La

formule de changement de variable, donne

jﬂf(xz) 2xdx = /ﬂ: f(u)du =
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2.94 PROPOSITION
Soit f : R — R une fonction continue. Soit a > 0.
Si f est paire alors :

a a
/ F(t)dt = 2/ F(x)dx.
—a 0
Si f est impaire alors :

/if(t)dt —0.

Si f est périodique de période T > 0 alors :
a+T T
/ FH)dt = / F(H)t.
a 0

0
Démonstration: Calculons [ f(x)dx en effectuant le changement de variable g(t) = —t
—a

qui est une bijection de classe C! de [0, a ] sur [—a, 0]. Ona ¢’(t) = —1, donc

/_Oa f(t)dt = '/a.of(—X)(—l)dx = /Ouf(—x)dx.

Si f est impaire f(—x) = —f(x), donc

0 a
" far= —/0 F(x)dx.

Alors , 0 ,
Laf(x)dx _ /ﬂf(t)dt—i—/o F(x)dx = 0.
Si f est paire f(—x) = f(x), donc

_Oaf(t)dt _ /Oaf(x)dx.

Alors , 0 . .
" feodx= Luf(t)dt+/() F(x)dx :2/0 F(x)dx.

On a par la relation de Chasles

./:”f(x)dx: Aof(x)dx+/OTf(x)der/:”f(x)dx_

a+T
Calculons / f(x)dx en effectuant le changement de variable g(t) = t + T qui est une

bijection de classe C! de [0, a] sur [T, a + T].Ona ¢'(t) = 1, donc

/HTf(t)dt = /Oaf(x + T)dx.

T

Comme f est T-périodique, f(x + T) = f(x), donc

[ swae= [ e,

alors

/aHTf(t)dt = /aof(X)dx+ /OTf(x)dx—l— /Oaf(x)dx = /OTf(x)dx.
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2.5.3 Conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions continues :

On a égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir la Proposition 2.63 ) si et seule-
ment si f et g sont colinéaires. En effet, si1’on reprend la démonstration de 'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on remarque que, si I(f2) # 0, I'égalité

= (/abf(x)zdx)% (/ahg(x)zdx>%

signifie ( voir la démonstration la Proposition 2.63 ) que le trindme P(A) = I((Af + g)?)
possede un discriminant nul, donc une racine double Ag. Alors

I((Aof +8)*) =0,

et comme la fonction (Agf + ¢)? est continue et positive, on en déduit qu’elle est nulle
donc que g = —Agf, ce qui montre que f et g sont colinéaires.
Si I(f%) = 0, alors f2 est nulle donc f aussi : 1a encore f et g sont colinéaires.
Si les fonctions f et ¢ sont colinéaires, et si f n’est pas la fonction nulle, il existe A tel
que Aof + g = 0. Dans ca cas I((Agf + £)?) = 0. La trindme et toujours positif mais
s’annule, ce qui signifie que son discriminant est nul. On a alors égalité dans 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz. B

On va maintenant déduire de I'inégalité précédente 1'inégalité de Minkowski :

[ s

PROPOSITION (L'INEGALITE DE MINKOWSKI)
Soient f et ¢ deux fonctions Riemann-intégrables sur le segment [a, b] et a valeurs réelles.

Ona:
(/ab(f(x) +g(x))2dx)% < (/abf(@zdx)% + (/abg(x)zdx)% (%)

De plus, si les fonctions f et ¢ sont continues, il y a égalité dans (xx) si et seulement si f
et ¢ sont positivement colinéaires i.e. il existe A > Otel que g = Af ou f = Ag.

Démonstration: Les fonctions f2, ¢* et (f + g)? sont des carrés de fonctions Riemann-
intégrables, elles le sont donc aussi. On a

I((f+8)%) = I(f*) +21(fg) +1(g%).
et 'inégalité de Schwarz
I(fg) <I1(/)(8)2,
d’out

N|—

I((f +8)%) < I(2) +20(P)21($)2 +1(87) = (1()2 +1(87)2)?
ce qui donne l'inégalité voulue.

Maintenant, supposons que f et g sont continues. Si ’'on reprend la démonstration
précédente, on remarque que, s'il y a égalité dans (*x) alors il y a aussi égalité dans
l'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc il existe un réel A tel que g = Af. Alors

1L+ AI(F)?) = I((F+ AN = (1) + I(Af)2)2)? = (L+ [ADI((f)?).

Si I(f?) # 0,alors [1+A| = 1+ |A|, dou A > 0, ainsi f et ¢ sont positivement coli-
néaires. Si I(f2) = 0, alors f2 est nulle donc f aussi : 1a encore f et ¢ sont positivement
colinéaires. ]
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